PROBLEME : DETERMINATION DE LA VALEUR MINIMALE D’UN POLYNOME
DE PLUSIEURS VARIABLES A COEFFICIENTS POSITIFS

PAR SABIR ILYASS
18 décembre 2020

Sohbdd

N.B. : % Si vous trouvez des erreurs de Francais ou de mathématiques ou bien si vous avez des
questions et/ou des suggestions, envoyez-moi un mail a ilyasssabir7@gmail.com
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I’objectif du probléme : on se donne des réels strictement positifs a1, as, ..,a, fixés , et z1, _ ,x,>0
vérifiant 1+ - +x,=n ,et m €N ;| on cherche le minimum de ’expression

a1z’ + - an.xy
Hokkkok
Partie 1 :

l_l’inégahté de Hélder : SOient m,n S IN* 7((12,1, ....,a2,n)7(a’1,17 7a1,n), ....,et (a'm,l, ,am,n)

Montrer que :

m

m n n m
T D ais ) = Dowf T [
i=1\ j=1 j=1V i=1

2-Etudier le cas d’égalité dans 'inégalité de Holder

3-Soient az, ..., a, > 0,Montrer que :

(I+a)(1+a2) ... (1+a,) =1+ aaz.  a,)"
4-Soient k € N* et a,b,c>0 ,Montrer que :

ak-i—l bk-i—l Ck+1> b
gttt Zatbtce

Partie 2 :

comme on a déja dit ,on va traiter un cas simple ,

Soient x,y,z>0, tel que xt+y+2=3

On cherche le minimum de z* + 2y* + 32*

Pour cela on considére trois réels a,b,c>0 tel que a+b+c=3
1-Montrer que :

(a3z + 203y + 3c32)4 )
(a*+2b* + 3¢*)3

x4+2y4+324>

2-On prend a,b,c>0, de telle sorte : a?=2b>=3c3=k3 o1 k>0



réécrire 'inégalité précédente.

3-Etudier le cas d’égalité dans (x),puis justifier que pour atteinde la valeur maximale de
(@z+ 2% +302)" 4ot tant 1 tion précedante , il faut choisit a=x,b=y,c=
(T 20t 13— tout en respectant la question précedante , il faut choisiv a=z,b=y,c=2.
4-Dans ce cas (de la question 3) ,Montrer que :
3
k=3 3
1+3/2+%/3
5-Conclure.
Partie 3 :
C’est la partie la plus importante ,puisqu’il répond & notre objectif .
On prend des réels strictement positifs a1, as, .., a, fixés , et 1,  ,x, >0 vérifiant :
1+ -+ x,=n ,et m €N , on cherche le minimum de ’expression
ar.xt 4+ - ap.xy
On va s’inspérer du cas particulier de la partie 2 :
On prend des réels y1,  , 4y, >0
1-Montrer que :
(ary™ ‘a4 +ay™ Lamm
al-lﬂln +- an"r;:’bl = ! m - 7,:, mfln
(a’l'yl +o A an Yy )
2-Poser des conditions sur y1, ., ¥y, pour avoir la valeur maximale de ’expression
m—1_m m—1 _m\m
(orvi’ af'+ ot anyn j") ,dans l'inégalité précédente
(ar.y{"+ - +an.yp)™
3-En déduire :
. n"”,
min (ar.a+ - +apay) = —
14 +xH=n 1 + o + 1
| YOTOTOLOTOTOTOTO IO IO TOTOTOTO IO IO OO TOTOTOTO IO IO OO TOTOTO IO IO L0 L0 TOTOT0 IO T 4
SOLUTION :
Partie 1 :
l—l’inégalité de Hélder : Soient m,n S IN* 7((12,1, ....?a2,n>a(a1,17 7a1,n), ....?et (am,l, 7am,n)

Montrons que :

m
m

n n m
LI D oaii |=| Dot/ e
=1 j=1Vi=1

i=1

On sais que la fonction In est concave sur ]0, 4+o00[

Donc on a par application de I’inégalité de Jensen on a pour tout pi, .., py >0 tel que

i—i— ---—l—pL:l , et pour tout z1, ., Ty, >0:
| > pz_ > In(x)
i=1 " =1



Donc :

m_.Di
xl
= | | z: (AM — GM généralisé )

S T

En particulier :pour tout je[1n] z;=-——=L— et p;=m Vi€ [1,m]
(o)
Donc pour tout j € 1, n]:
m

3=

Parsuite :
m
n m " n Ky _Hlam
o i=
DI D e e DD T
i=li=im| Sair ) =0~ \"
k=1 IT{ > aik
i=1\k=1
Avec :
>3t o Sulym St
]—11—1m<2ai7k) =1 j=1 Eal,k i=1
k=1 k=1
Ainsi :
m
n kY .Hlam
i
1>
()
i=1\k=1
Donc :
1
m n m n m
H(Za;‘,k) = Zm l_law
k=1 j=1Vi=1
D’ou :
m
2-Etudions le cas d’égalité dans l'inégalité de Holder
On a l’égalité dans 'inégalité de Holder si :
> —wt—~=11 = vj€[L.n]
l—1m< > ai,k) i=1 ( > i k)



Donc :

m m
a w
In E — :E In[ ——L —
i—1m< > ai,k> i=1 ( > ai,k>
k=1 k=1

i, j

Avec la fonction In est strictement concave , alors on a : est indépendant de ¢

Donc

3CE >0, Vi, L € [1,m] —=L = Cfe

Qs
ai,j

3-Soient as, ..., a, > 0,Montrons que :

(1+a1)(I+az) ... (L+an) 2 (1+/araz an)"

METHODE 1 :Par application directe de I'inégalité de Holder on a le résultat !

METHODE 2 : Par applicztion de l'inégalité arithmético-géomérique , on a :

1 ot 1 S n
1+ay Itan ™ /(T +ar). (1+an)

Et

a1 an ny/ai, .. . an
et >
I+a Itan ™ /(T +a1). . (1+a,)

Par sommation terme a terme on a :

n> n(l+%Yar  an)
7{/(1 + al).... (1 +an)

Ainsi :

| +a)(+ar).. (1+an)>(1+Varaz,  an)"

4-Soient a,b,c>0 ,Montrons que pour tout k€ N*:

ak+1 bk+1 Ck+1

o + e + e Za+b+c

Appliquons 'inégalité de Holder ,on a :

Gkl phtl gkl
bk + ck

(a-i—b-i—c)k(

Donc :

k+1 k+1 Tl
a b c
o o + oF >a+b+c




AUTRE METHODE :
par récurrence sur k € N* (le résultat reste vrai pour k=0 )
& pour k=0onabiena+b+c=a+b+c

c2

& pour k=1ona (%Z—Fb)—l—(b—;+c)+(%j+a>>2a+2b+20, donc %2+b—;+ — >a+b+e

@i+l pitl citl
— 1+

&Soit k € N* supposons que pour tout j € [0,k — 1] 5+ >a+b+c

ct a’

k41 pk+1 ck+

1
T +——=atb+c

a
et montrons que e

— si k est pair , alors 3jp € N tel que k=2jg
On a alors

ak‘Jrl a2j0+1 aj()Jrl
T

p2Jo taz pio

De méme on trouve

pk+1 p2do+1 piot+1 ckt1 c2Jdo+1 ciotl
ck c2Jo +02>2 cJo et ak te a2do Tez qJo
Donc
g+l pktl k1 b <9 giotl  piotl  jot1
T TR g 1
3 R . qJot1 piot+1 clotl
Or jo € [0, k — 1],donc par hypothése de récurrence on a ottt % >a+b+c
D’ou
E+1  pk+1 k41
a b c
oF + e + oF Za+b+c
— si k est impair , alors g € N tel que k=2[p+1
On a alors
ak+1 . q2lo+2 ajo+1
0 p2lo+1 Z o
De méme on trouve
pk+1 p2lo+2 pio+1 ck+1 c2lo+2 ciotl
ok +c C%ﬁ1+c/2 o et aF +a a%ﬁ1+a/ oo

Donc

k+1 k+1 k+1
AL +a+b+c>2<
bk ak

Jjo Jo Jo
C a

gdotl  piotl  cjot1
ck '

qJot1 piot+1 cJot1
It

Or jo € [0, k — 1],donc par hypothése de récurrence on a >a+b+c

pio cJo aJo

D’ou

k+1 k+1 k1
a b c
o o + oF >a+b+c

Partie 2 :



1-Montrons que :

(a3z +2b%y + 3c32)*

4 2 4 42
U2y S T o 4 30y

On a d’apeés l'inégalité de Holder :

4
(2% +29* +32%) (a* +20* + 3c¢)2 > (Z{/auaﬁ‘l +1/2%121 + Z{/34012zz4> = (ax + 203y + 3c32)*

D’ou

(a3z + 2b%y + 3c32)4

4 2,4 < 42
T+ 2y" + 3z (aT 5 251 + 37 (%)

2-Si on prend a,b,c>0, de telle sorte : a® =2b%=3c3=k3 ou k>0, on aurra :

(x+y+2)* _ 3hkt2

— 3
(a.k3+b.k3+c.k3)3  33k9 =3k

x4+ 2yt + 322 > k12

3- On a égalité dans (%) , si : %z%:% ,avec a+b+c=x+y+2z>0 ,on al’égalité dans (%) si

‘ZL':CL7:IJ:b et z=c

4-Dans ce cas (de la question 3) ,Montrons que :

k:1+£+i
Y2 3
On a:
a’=203=3c>=k>
Donc :
k k
a=k et b=— et c==—
2 3
Ainsi :
3=a+b+c=k 1+L+L
V23
D’ou :
’“:ﬁ
5-On a d’aprés la question 2 et 5 :
34
x4+2y4+32423.k3:—3
(i)
23
En utilisant la question on a 1'égalité si : :k:% LY== 2



et z=o==
Va1 g5+ g5)
D’ou
34
min  (z*+2y*+32Y) =—
Tty+2z=3 (1+L+L)‘
li/? li/g

Partie 3 :

1-Montrons que :

1 m

(al.yin_lxl + -t any,Ty)

m m 1
. ...+ . > + a
a x] + an xn = (al'y{n ...+ ny?’r{l)m

On a d’aprés l'inégalité de Holder :

m—1

(a2 + - F anai) (a1 gyl + -+ any )™ 2 (ary e+ Fanyy )™
D’ou le résultat :
ar. x4 a, > (al-yin_ll'l +oeet CLni’JZL_l-fL'n)m
1-L1 n-bn = (alg{n‘i’ +(Ln~yrrln)m_l
2-Posons des conditions sur v, ..., ¥, pour avoir la valeur maximale de I’expression
m—1_m | . m=1 pmym ] )
(al'l(/; yff:r :;a";,: S ) ,dans l'inégalité précédente
1-Y1 n-Yn
On prend comme dans la partie 2 : y3 +yo+ -+ yp,=n
Et a1y ' = =any ' =k ou k>0 une constante indépandante de i
on a alors :
Y a Y i
1=y, =
mYa T
Donc :
k _1 + —l——l Y1+t yn=n
— e — = 1 LEC n =
m \l/a m—1 an,
Ainsi :
k=—v - T
'm.f\l/afl—i— ...+7n7\1/ﬁ
Or,ona:
-1 —1 _
a1.x1n+...+an.:z:m>(a1'y1n it 'x”)m: Em (@ 4 )™ ="
n (aly{n++anygl)m_l k(m_l)(m_l)(y1+...+yn)m_1
Donc :
) m—1 m
a1z’ + -+ an.xy Zn. T " T = " —
ey gt L L + + L "
Var Van U Y




3-En déduire :

On a égalité dans 'inégalité de la question 1 | si %: S :% ,yavec r1+ -+ Tp=y1+ -
Donc on a l’égalité si: z1=y; et et x, =y,
On a finalement d’aprés ce qui précéde :

nm

a1z’ + - anay >

Avec égalité si :

. k n
Vze[[l,n]]xi:mf\l/_: ; .
a;  m-—1
fa; o
Val Qpn
Donc :
. o o nm
N H11+Il (@1-L1 + - +(Ln-‘Ln)* m—1
T1+- - +xTp=n 1 1
<m\1/a+”'+"”\l/ﬁ)

+Yn



